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RESUMO: O sistema de Duffing € um modelo matematico muito empregado para descrever diversos
fendbmenos. Muitos fendmenos fisicos possuem comportamento ndo linear caracterizado por forte
dependéncia com suas causas, de forma que, com a minima alteracdo dessas, altera-se todo o sistema
que abarca o fenémeno. Houve, durante muito tempo, uma tendéncia de analisar sistemas fisicos
simplificando-os a partir de métodos de linearizacdo. Em alguns fendmenos, devido sua complexidade
e natureza, a utilizacdo de métodos linearizacdo ndo consegue descrevé-los com a precisao necessaria.
As equacOes de Duffing estabelecem uma forma de analise que permite compreender sistemas com
essa complexidade. Este trabalho tem como objetivo analisar e estudar o sistema de Duffing e seu
comportamento, identificando respostas ca6ticas que podem aparecer nos modelos.
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ABSTRACT: The Duffing system is a very employed mathematical model in several phenomena, for
describe them. A lot of physical phenomena have a nonlinear behavior that is characterized by a strong
dependence with its causes. Then, the minimal change in the causes can change all of the system that
encompass the phenomenon. For a long time, there was a tendency to analyze physical systems from
linearization methods, simplifying the. In some phenomena, the use of linearization methods can not
describe them with the necessary precision. The Duffing equations establish a way of analysis that
allows to understand systems with this complexity. This study aims to analyze and study the Duffing
System and its behavior, identifyind chaotic responses that can appearin the models.
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INTRODUCAO

Os fendbmenos gque ocorrem no mundo podem ser, de certa forma, descritos por sistemas que
nos ajudam a analisar causas, e a prever as consequéncias destes. Esses sistemas, por sua vez, sao
modelados e obtidos a partir de leis e equacdes matematicas. Essas equacdes sdo obtidas através da
experimentacdo e da observacdo do comportamento dos mesmos fendmenos, ou através da inducdo
matematica.

Os sistemas dindmicos ndo lineares podem ter respostas diferentes, classificadas em: caos ou
aleatoriedade. Os fendmenos aleatérios dizem respeito a sistemas ndo deterministicos, ou seja,
sistemas que possuem entradas e respostas aleatdrias. Por outro lado, os fendmenos cadticos sdo
deterministicos, ou seja, para uma entrada completamente conhecida se tem uma resposta
completamente aleatdria. (SAVI, 1997).

O sistema de Duffing é considerado um exemplo classico de sistema dindmico com resposta
cadtica e seu estudo permite avaliar sobre que condigdes das variaveis do sistema surge esse
comportamento e observar fendmenos parecidos em outros sistemas mecanicos.

Neste trabalho faremos o estudo da dindmica do sistema de Duffing, obtendo suas equacdes e
construindo rotinas para caracterizar 0 comportamento caético e discutir outros sistemas mecanicos
que podem apresentar 0 mesmo comportamento.

JUSTIFICATIVA:



O desenvolvimento de pesquisas para estudo do comportamento dindmico dos sistemas esta
atrelado a necessidade existente de se determinar, com maior precisdo, as respostas de produtos
projetados pela engenharia. Essa necessidade pode ser explicada de forma simples, pois, uma vez que
0s um produto qualquer € projetado, deve se ter em mente os tipos de esforgcos e comportamentos este
apresentara durante sua vida Util. Caso essas informacgdes ndo sejam precisas, teremos o problema de
expor nosso produto a esforcos ndo dimensionados que podem impedir seu funcionamento ideal.
(LIMA, 2008)

O sistema de Duffing é um exemplo de sistema natural simples descrito através de
modelo ndo linear, esse sistema possui uma dindmica muito rica, passivel de exibir um
comportamento caético.

A equacdo de Duffing é usada para descrever a dindmica ndo linear de sistemas
elétricos e mecanicos, e descreve a resposta de uma série de fendmenos fisicos importantes,
além do sistema massa-mola, como, por exemplo, um circuito elétrico com uma induténcia
ndo-linear e 0 movimento do péndulo.

Sendo assim, o0 estudo dessa equacdo leva a uma analise muito rica sobre a dindmica
dos sistemas ndo lineares.

OBJETIVOS

O objetivo desse trabalho é analisar o comportamento de um sistema de Duffing de um grau
de liberdade. Sdo construidas rotinas para obtencéo de graficos que permitem relacionar os parametros
e a dindmica do sistema e identificar o comportamento caotico.

MATERIAIS E METODOS

O sistema de Duffing foi estudado e foram definidas as equagBes que descrevem seu
comportamento. Apds a modelagem do sistema, o software livre Scilab ® foi utilizado para
implementacdo de rotinas para construgdo dos graficos que permitem o estudo das propriedades
dindmicas do sistema com a variacdo dos parametros e identificacdo do comportamento cadtico. Os
gréaficos ilustram o comportamento esperado para estas condi¢des, porém, é iimportante ressaltar que,
0 proprio hardware usado pode influenciar os resultados, uma vez que cada tipo de computador possui
seu proprio processador e tem sua especifica limitacio de varaveis. E até mesmo possivel ocorrer
mudancas utilizando se do mesmo computador, quando ocorre mudancas infinitesimais das varaveis
utilizadas.

RESULTADOS E DISCUSSAO
Para analisar um sistema qualquer, deve-se seguir alguns procedimentos simples, como:
identificar o sistema e seus parametros;
escrever equagOes que relacionem cada componente do sistema;
modelar matematicamente a partir de leis fisicas adequadas que se aplicam ao sistema;
resolver o modelo matematico;
criar um projeto para o sistema para ser experimentado e confirmar as equacGes determinadas
teoricamente.
Para se ter as respostas desse sistema, basta resolver as equacgdes diferenciais obtidas a partir
da modelagem matematica do problema.

Os sistemas dindmicos podem ter diferentes respostas, dependendo dos pardmetros da equacéo, e
podem ser classificadas como:

1. estaveis, que convergem a um ponto;

2. periddicos, que possuem oscilagbes previsiveis;

3. imprevisiveis.

Apos os estudos de Lorenz em 1963, descobriu se uma fundamentagéo solida para os sistemas
de resposta caotica, que pode ser descrito por equacGes diferenciais deterministicas simples.
A equacdo (1) apresenta o modelo do sistema de Duffing.
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onde

wn- frequéncia natural de oscilagéo, 1/=:
c- amortecimento, 1/s-

- termo de ndo linearidade, ¢:

F_ forgamento, ™/s *:

Observa-se que com a variagdo dos parametros podemos obter diferentes respostas para
0 sistema.

Por ser simples e, a0 mesmo tempo, capaz de descrever problemas complexos, 0 modelo do
Sistema de Duffing é utilizado também em varios tipos de problemas mecanicos, e.g., 0 artigo do sr.
eng. Lucas Takahiro Conde Oyamada, que utiliza as equacdes de Duffing para analise de Ruido
Knock em caixa de dire¢do altomotiva.

CONCLUSOES

A partir da equacdo (l), foi feito uma rotina no Scilab ® para a obtencdo de gréaficos que
demonstrassem as respostas cadticas. Para solu¢do das fungdes, foi utilizado o método Runge Kutta de
4° grau, que ja esta nas bibliotecas do préprio software. O resultado da equacédo (1) é obtido através de
integragdo numérica.

Como ja foi dito, o sistema deve ser discreto para que, dentro de um certo periodo de
amostragem, possamos observar o seu comportamento. Utilizando os pardmetros de Forcamento,
Amortecimento, Frequéncia natural. A partir disso, uma rotina foi gerada pelo SciNotes ® que sera
demonstrada.

A partir dela, graficos como esses apresentados no Estudo de Modelos Dindmicos néo lineares
(LIMA,2008), podem ser gerados a partir da mudanca de variaveis:

Os gréaficos a seguir mostram os diagramas de fases a partir da derivagdo da funcdo x, conforme
a equacdo (1), utilizando os valores da frequéncia de oscilacdo e do termo de ndo linearidade de -0,5 e
0,5; respectivamente. No caso apresentado na FIGURA 1, o sistema oscila em torno do ponto de
equilibrio x (t — ) = +1.

FIGURA 1: Exemplo de Diagrama de Fases gerado por software.

Diagrama de Fase
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